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T V *48 Hoofdstuk III 1.

Asymptotische integrastie ven differentisalvergelijkingen,

§ 1. Voorbereiding en eenvoudisze voorbeelden.
1+7. Inleiding.

‘In ait hoofdstuk worden methoden behandeld ter bepaling van
asymptotische ontwikkelingen van oplossingen van differentiaalverge-
lijkingen, die, in tegenstelling tot de tot nu toe behandelde, geen
gebruik maken van integrealvoorstellingen. Zij zijn dus ook van tos-

pessing op differentlaalvergelijkingen, waarvoor voor de oplossingec
geen integraalvoorstellingen bekend zijn, zoals bijvoorbeeld de ver-
gelijking van Mathieu, De differentiaalvergelijking wordt omgezet in
een integraalvergelijking van het type van Volterra, wasrna door
opeenvolgende benaderingen de asymptotische ontwilkkeling wordt ver-
kregen, Dit principe is al zeer oud, Liouville heeft het al toege-
rast bij zijn behandeling van Sturm-Liouville problemen,

De methode is tenslotte tot volle ontwikkeling gebracht door
Langer{ die verschillende gevallen, waarbij de klassieke behandeling
moeilijkheden vertoonde, met succes heeft opgelost,.

Het gebied der toepassingen is velerlei, De in de quantummechanica
bekende W-K-B methode blijkt tot de onderzoekingen van Ianger e
kunnen worden herleid, wszarmede dus een exacte basis voor deze me-
thode is bereikt, In de aerodynamica treedt bij het ondergoek naar
de stabiliteit vaﬁ de laminaire. stroming een differentisalvergelij~
king van de vierde orde op, wasarin het getal van Reynolds als para-
meter optreedt,

Hoewel Ianger zijn onderzoek beperkt tot dlfferentlaalvergellgw
kingen van de tweede orde is het mogelijk zijn result“ten ult te
breiden tot deze differentisalvergelijking,

Allereerst behandelen wij enkele eenvoudige voorbeel¢en, die het
principe toellchten, dearna zullen wilj het verschijnsel wvan Stokes
behandelen, ;

Nadat hiermede de grondslag is gelegd, behandelen wij de artikels
van langer, die tenslotte gevolgd zullen worden door de twee boven-
genoemde toepasolngen.

1,2. Asymptotische ontwikkeling mmnrde pqunomsn van Legen&re.,'

De dlfferertiaalvergellgklng voor de polyncmen van Legendre
P (x) = P, (coﬁG ), 1s.

Of: na cvergang op de hoek 9
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e oplossing (8) voldoet dus aan:

¢ \
.oy ! wv\. (m 46~ ﬂ (14.
.-3{ Cv“’}m*ﬁ-)t%&z}wv\-}-j} - ! % [)‘
Nt = S Lf\m
Fiezan wij ’} *it: 0< < T , d=n kunrer de constanten «, en ,

terazld wﬂrden voor de speciale oplossing (4).
Vecor f ;‘Z is uit de de.«.lni'tIEVbr elijking

L0 qamh @ Ty
U"AZJ + h =z.:.. L i%{q} (15,
af te leiden: o=
:n P . -“\ /3 - ,_._,_Qm_}] ¥
o 0) ==
; P h\.( ) ( 'y ’:_E i, ....... 2“*& (16')
b
en verde{;* )
] P [0) =0
2w, Y (17)
P’ W3 §iee 2t
A"I\'\-H(O)"“ l) Oy - s

am
Daar voor f=%mn de integrasl en haar e:fbeleide beide nul zijn,
en tevens:

oy N / ! {
| A R A N I FS —on
A== g o T2 n=am
o= oly = 4 2T T ), ! Ly M o
)= Xy = P 2m 2ma+¥, 2 «-.'Z"hH-!}
zodat wij de integraalverg,elijka;ng kunnen schrijven als:
(b)- 2. 7 amdlee ]y
A ws{ m+~g,}*j A A ! : uhL, At (19)
Y1opeg , 4 { ,
waarbi]
- (2 m _;}
m= Yy oo 2o m = 2
(20
Ly msmslron =) el
m + “r"' ;\l = A‘qﬁt +{
2H~m----- 2 A 4]+

Dit is de bovengencemde integraalvergelijking van Volterra,

Met behulp van haar is het ru mogelijk om een asymptotische ontw:Lk—
keling af te leiden, geldig voor grote waarden van n,

De eerste term wordi gemekkelijk gevonden,

w(d) = )\% mf{ o +~‘~) s % +?\ (21)
Het is op de volgende wijze wcgellgk cm YooY R1 een schatting te
., vinden: : |
Zij M het meximum van u in het intervel £ < é" < ?‘Z’ “E
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dan is ¢
M| \ M at | )\ M et e | (2%
gQ'l) S nt ;_//N\,,,l_.) TE ;./,M“t —é— g’m.;,i |
dus voor 20 l g

2l >k & M<2\,W

lp\ }4 o Uﬁ ‘ | (23"

QM+
weaormede een schatting van de eerste restterm is gevonden, De opesil-
volgende termen van de asymptotische ontwikkeling worden door suscls
sive benadering gevonden, Hierbij treedt direct een nadeel van deze
methode zan de dag: het is n.l., lastig expliciete uitdrukkingen voox
de opeenvolgende termen te vinden,
Het is echter wel mogelijk een majorantenreeks voor de asymptotische
ontwikkeling en een schatting voor de restterm te geven, die na af-
breken na % termen ontstaat, '
Daartoe schrijven wi] de verg elijki (19) in de vorm

U(e):z kmﬂ&“ﬁfli’é‘)g“%} ﬁ/’t\ff’a l;{ K// J\ U!) ? | | ':24)

¢ pam (M +5)l0- ﬂp‘f
K(g4)- 2 dln )l
am?t
en definieren de opeenvolgende benaderingen U, ({9) door volledige

industies u,(@):xm%{(m*jiw’%} 3

an

met

(25)

) (26)
ukﬂ(@\:x,\m%{Mf{)B“%} g yn_/ K/H'H uk
Voor de opeenvolgende termen
e = Ui —Uie- k 29
wordt dan de recurrente betrekking
p g | . |
. wi(n +1)/6-t (28)
| B g B o at ot [ amllned)O-ty oy gy (2
ks 4m 4] %K{ k( Lm+2 T 'W'&{ Uk\j”d{
. A
Wordt het maximum van ) /\7;(“3)‘ in e<f#<T~-£ aangeduid door Mk s 420
2 e
{ ‘\'[%k "‘ s w £
.S ' < o (29}
}vk +i { JE i ] t a 'i = Qm +9- C/G& E. |
P ,
] of o |
Mﬁfﬁ’ <o Mg M,(2E )“"»\A T )"
K Wl ks M\ T TMamyr/ (30)

: 0
W~ Ak
word t due gemaaoreerd door de meetkundige reekst
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Wt

0
Ay T (SAE) (32)
T “j”_"' HW+d 3
die als 4m+2 > ¢k € convergeert.
Te restterm naafbreken na de kg term is dus kleiner dan
5Eﬁ£é;%k ; {33)
wlanier) TTATE
, . 44
1,2 Cylinderfuncties. N

De c¢ylinderfuncties van de ng orde Cpvoldoen aan de differentisale
verzelijking:

*QC mﬁi
Cn /- 10, =V (1)
“7;;1 x Ci\ *\ 2} T |
Le tweede term kan verdreven worden door de substitutie
4 2 i
Lix) = / Cfn(x) (2)

weardoor de vergelijking overgaat in

2 n -y |
‘%—%--\-u: o u (3)

De verwante differentiaalvﬁrgeligking is

%_,.}.U:’ ‘ {4)

met als fundamentcel stel oplossingen _Qi.x )g—g X

Daar voor grote x het rechterlid van de vergelijking (3) klein wordt,
ligt het voor de hand asymptotische oplossingen met deze methode te
zoeken, die geldig zijn voor grote x.
In de integraslvergelijking, die wij op dezelfde wijze als bl] de
Legendre polyncmen aflelden, nemen wij dan als ondergrens o,
Z2ij plijkt te worden: X
L X - X T amx-1 |
] s X
upj=0ohe  +d,e +(rn ~%/U M{T.zu(l)df (5)
ug L
Wij beschouwen alleen de oplossing, waarvoor<yﬁ=*i,;jn= 0,
en voeren alsg nieuwe functie in

W) = X/,ewé g (6)
De integraalver%elggklng Jyoor,, ur(x)wmrdt dans
G ()()~ ; ¥ ﬂ“&; Y Joo £ ti Mt)dt . (7) ‘

De opeenvolgende %eﬁgpn in de ontwikkeling

W) ; v | . (8)

definieren wij door: =/ 3 T)
Vo =/ 2 C-aL{x-
Wiy =2 it 2 P vt LHI k>o(9) :
k+C 20 £

: 0
Is x complex, dan kiezen wij de inﬁegraxleweg, zo dat steeds
Aj(m [X- +)g 0 is, Is dan het maximum van Mk} Mm dan is
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steeds

-Ri(x"t)
B < Mk (10)

Indien de inftegratieweg verder zo gekozen is, dat}t; monotoon toe~
neemt, den is

Ty Xl s MJ "H ()

Voor de laatste integraal kunnen verscnlllende schattingen gemaakt
vvorden, de voorwaarde ﬂwn(X*f}g,g in sanmerking genomen, al naar

!
i - &
{
§

mate 2k¢<4m%x<PkHﬁT
of {Qk 1-;)71‘<. WLQX < (ik -HZ_}?T
is.

In het eerste geval kiezen wij eenvoudig als integratieweg de rechte
door de oorsprong door x. Dan is

H a\z AN

J Hz - (12)
TR

In het tweede geval kiezen wij de halve horizontale lijn docr hs die
in hetzelfde kwadrant ligt.
Dan is, als = Mlm { MLXX (ik*h') T2 i(i-l)?‘t o/z? X} //’X,

fm%éz fbﬁ df :

X o X'+ 2} raxlzemd Ad

lXI . IxX{aam ol -
Ty Z +| xleed of
i"P( hlumd')
of I 1
S| g sy g ool o < T (13)
Steeds is dus:
My, Sy £
My — 7
en de reeks (8) wordT dus gemagoreerd dooxr de reeks

F

k-p 2 1xl.

X > %—(ma—-?;)

een convergente meetkundige reeks voorstelt, :
Wij zullen er nu toe overgaan de opeenvolgende termandvkbd expli-
ciet op te schrijven. De hoofdterm van de asymptotische ontwikke-
ling komt overeen met de hoofdterm in de bekende reeksen van Hankel
om de volledige formele overeenstemming te bewijzen moeten de W)
expliciet berekend worden uit de recursie formules (8)

Wij zoeken ar (x) in de vorm:

J 4 Zrilend = %

{14)

die als
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60 | '
< W"A. (16)
o -

K~ Z.;,a/" [aix)} |
epassen van (8/)t op deze reeks levert (U’kﬂ [X) . Allereerst is het
s nodig te berekenen Xt 4

t‘[)(/—,g‘:“{x‘ t dt _ A:ut) «:ux} £ OHP
o1 ; - 1 +2
o £ i) T, it | ot
2XL
/ / -2u X td{
- £ s
== - X +2 e mry e
)iy (M)’“” | p }oOL i
w0 ' B
- ’ , fé‘—‘—-—f“ﬁ})" oo
Clerdp iyt oD, (X ,
lgens (8) wordt dan uit (16) afgeleld'
AP Ay LS Lt
ka-l =Y a/“" (@ Lx)/“' ~ “(m' - L/) (u +;) Z /H—\H»f
/‘A v} /u-, /U =0 /L(,/ Y 2 21){
ST ol 29)
#) = (ixyf ,\-ox(,w)
s , ;
k+1 2 /“"/ ak » ‘

a = - {M --—-L Z_ .__...A..._. . (19)

=) S
l N / =2

a/u =

| o mxl  f X
iellen wij -) Q
3 BT o
win wordt de asymptotlsche ormulel voor W
LX L X -f
=0
Lt (19) volgt
3 k -k Clk
k1 2 s S ay 1~ 21
Cpur == (= ) Z,O o= /")Z,o N(A+) (m )/L/M;) (L)
18
akH ket ot ok (22)
VY R
12 ke B ke o, vk
S ket 5 gt v
tf /“ft k':‘-f /u /u(/u“-l)’\:—.l }L
! ol
’%‘/u.’,,'qf“*'f —Tpf/‘a/u“' u+f)/e)/4’
dor Mz [ wordt dus: |
n -ty B sy
buw={1- S Vo iy e
srwijl /?}"::-I v : ‘

(24
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- Nu kan de formele asymptotlsche ontw1kkeling gemakkellak in de vorm
van Hankel gébracht worden door middel van

/HaQJ} = {ﬁl pu ﬁ T Qlkyu

Folkomen analoog‘hleraan is een asymptotische ontwikkeling te vinden,
-LX , . . .
nitgeende ven £ -, die ontsteat door in de formules i door -i te

vervangen, Over de toevoeging van deze asymptotische formules aan de
vylinderfuncties is nog niets gezegd. Dit komt ter sprake bij het ver-
schijnsel van Stokes.

1,4, Het verschijnsel van Stokes.

Onder het verschijnsel van Stokes verstaan wij het verschijnsel, .
dat voor een bepaalde functie in een zeker gebied een bepaalde asym§~
totische ontwikkeling geldt, terwijl bij overschrijden van de grens
van het gebied deze eerste haar‘geldigheid verliest en een andere
asymptotische ontwikkeling voor dezelfde functie geldt,

Als eerste voorbeeld behandelen wij de oplossing van de vergelijking:

M

a z*
vastgelegd door

e

- NOOr Z=¢C
ul‘!; :

i

.._.“L ~ 4 =0

7ij is

+Z ~Z)

A‘A”—"’Q‘Z ;}"{4: -2 )
Beschouwen wng ma het halfvlek:

(\)"&‘ﬁq < g z <;H<+ )rf
ldan wordt het asvm}tﬂtlsche gedrag gegeven door

i -Z P
33[4 9 'jﬂv Ie X even
- ~-Z
Lf,z 2 L
%:E(-ﬁ -2 ),\/ 3¢ k oneven

daar de weggelaten term in het beschouwde geval ~ 0 is.

1,5 Het verschijnsel van Stokes voor cylinderfuncties,

In § 2,1 is voor de functies van Hankel van de eerste en tweede
soort afgeleid de asymptotische formule:

0 ho R o Thje s L
tﬁy(é)zbggy/F7;;§~€ {E 14 {Zé(vhz)fﬁ{v+%+ 5{2§> (1)

geldig, indien 5 een getal >0 voorstelt, voor:
~+dbsagk <am -6 N

(2) I, Si(E -ty 2n], ,
Hw{g)l{nzg} T’{Iw‘ 2 2 )Z{ ) (\H—Jr)u- )( E) , ‘\2)

E) ‘h =
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geldig voor

2T+ d < Mﬁéngé"

Le functie %(g) is gedefinieerd doors

T E) 2

heeft dus vour -wi8 g anglg M-S , waar beide bovenstaande
formules gelden, de asymptotische ontwikkeling«.

Y- (mg)n rfw-;:){m B )Z Ca)T "*2“)({%)%
eonlepn )2 Lidrivhen E

{4)

2h+t }
ladiené in een ander gebied ligt, het gebled L__‘,k s gedefinieerd

doors {,'k"f)T[ +& < M% §. éu\q_l)ﬂ- _.g)

voeren wij in ke

—
-

e

i . -k
st T +é g wvgée ks < -8
en ng »km - ~kﬂ'w]'(%~

Voor ]—-(g.e k?u) is den de asymptotische ontwikkelings

. ~kmi AP ’ . k
~kmdy /| 2 1 ng'e = ) -3 ‘)( L "“"5
I(b '(z*tie‘k"g (v+§)£ ‘ | %M‘) ‘,,Hh‘f SO

@

. : ke R _Tlee \1
' \ - e Sl s
st K ‘)f‘: it s l'-)l_("x 2 lvebed “"““”"""“’W 2
t\&’[régw "L T{y{.,.%} fyvo 252
’dus inpﬁ-‘:k geldts
oo k=ap V=212 o AT y+h+d w:)h
| ‘T,Z:) LT wo)( :, ng X £> {V\;gg) [v+ ‘*' )&\{' |
eEe wg} - M [riE)
min el i 3 Tlvehat) P s o
,q:un(,»/f-;{/; )ﬁ -1 g~ v’R )oo E 9 Ftyeh4g [l
e gzl W (8
ng) £ %— (WE) S s
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- !y xw“f“ : 1 | o - L IE| : h
i~ (*F »*_-‘/?1)?{& [ ‘/ﬁ Uz.-i-l*'))‘,'{ fﬁ. oV -sh g (‘v"'ﬂf )(‘"’}
wWE) -8 (,......._) FRERE "f}, > ! z) . +
¥ my EALVANNIL
, poediesin

& _(..L..)'/ﬂ;"té*f "R+ Uhi (7:4) LLvehd) )

Jus in'—', gedefinieerd door
{

keij 48 € W,( gl -8

&“.‘;.d'i.?!
X I IRy~
(Y=t o3 1) {r+h v5)(-)
Moap )i ™ ¢ h ‘o; )i\
hzﬂ' (ing (8)
. e .
f " e”LS (V"‘ﬁ) T’(V*"‘h«v-**z ?
(1?-’9 hao h (EL g)h
waarbi}]
k-Liofusedle kriiniy+l)s
¢ = 12( 1) [ 1} 3 Cawk 1) { 1) k even
(2
A AN _Lirive iy "
{,= ﬁik*“z)?'l‘h”ﬂk s G :ﬁlk Q}W{ n)“ k oneven
De waarden van de coefficienten oy en Co verspringen hier weer bij
ovorgeng van heu ene gebled naar het aangrenzende,
D¢ govieden 'Nk cverlappen elkasar, indien 5<¢1?Z' wordt gekozen,
chter

zal de bissectrix van elk gebied, n.l, de lijn argg W

't =zds slechis tot één en niet meer den esen gebied behorzn, op de
reele as is voor JV ) dus steeds slechts één asymptotische ont-
wikkeling galdig, —

¥ij kuanen de gebieden 7, dus gekarskteriseerd denken door hua bi-
rectrix, zoals o0k de notatie aangeeft. —

lenger kiest steeds & >%hm , zodat dear de gebieden Ty}  geer
unten gemecen hebben,

it vergemakielijkt het overziecht iets, is echter geenszins noodza-
elilil :

Tit he “a feit, dat voor S «.-:ZL?Z de gebieden elkaar overlappen volgth,
dat daar voor ]—“’ §) twee asymptotische ontwikkelingen geldig zijn,
1ie op het eerste gezicht er volmazakt verschillend ui‘czian., Dit heeft
CYokes op het spoor van het verschijnsel gebracht,

Wii oeschouwen dit nog eens rader, FPormule (4) is geldig voor jy{g‘

in het genieaw -7 +6 ca”% § T er is onitstasn door
optellen van (1) en (2)

s,j

t‘i
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_ -+
{5 g\ h:a\ ‘\Qté;h
g - -‘?W~'“‘-)%9 [v-% I_{fim\q*'/‘)
+m—€ gﬁ.;ol W (lii)“ ‘ (10)

Daarentegen inE":&z {s E<in-§ geldt
Pl)= gy e BATRE oy Thoan e
(l?rg o ‘ (;‘J‘i gyﬁ

(11)

) (2iE)h

Beide formules zijn tegelijkertijd geldig voor O g M.ég )
Daar is het versohil echter gelijk aani

o ke -lgmoesd) 3wy «3) v-3 [fv+h i) )
f'*"wg{ -t } ( ) :uﬁ)ih )

(12)

wat, daar voor 5 g M‘ag s~

as;mptotisch gelijk is aan nul,

in de sectox‘en’waar aangrenzende gebieden elkaar overlappen, is dus
het verschil tussen de asymptotische formules nul, Bij het verlaten
van het ene gebied is dit niet meer het geval, mesar daar zijn dan
cok beide formvles niet meer tegelijkertijd geldig.

§ 2, De_methode_van Langer, algemene theorie

1. ¥eronderstellingen,

Yanger beschouwt differentisalvergelijkingen in het complexe vlak
van een variabele s van de twcede orde, waarvan de coefficienten af-
raaxelijk zijn van een parameter ,\ .

Als de term van de tweede orde verdreven is, wordt de vergelijking op

ecn standaardverm gebracht, De mecest algemene vcrm, die La.ngex' be~
rahouwd; is

{)a y{s} +T(, s)}-w 0 )

Da vergelijk*ng is gedefinieerd in een ge‘oied R van het complexe
2-vlgk, dat erkslvoudig samenhangend is, Onder- zekere voorwaarden is
het mogelijk om de boven beschrevem methode toe te passen, L
I. Als esrste vnmrw&arde 5@1& ‘

Y’(ﬁ**%ﬁ)vﬁh - 1 o i (2)
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e Lo

- D . .
wearbi] ¥ >-2 en '\f ) een in \_’~,5 eenwaardige anralytische funstie
'iS, ’318 7-(‘ ‘\.‘ .J..C;

. De fuscvie T{\3Jken een rool hebben in S, , zij kan echter ge-
Yraoht word s 0p de vorms ;
i LA %, (79 -

Cing)= e 9324— - +C, (A, (3)
wearin A, en 5, constanten zijn en (’[ )5) een analytische funcuj.e,
in elk vlflb deelgebied van ngell;kmat ig begrensd is in )k
Te conshants factoren in het product A %(S)ul,jn zo verdeeld, dat) (J}

& Ol;t*ﬁfikl:'.-zl"ng in de omgeving van S, heeft:

ﬂ}i""(f’j E’-(S*So) f'é“b( [ a}*i* ““““““ \’ v (4)

Wij brengen de vergellaklng-nu cp een normealvorm door te substitu-
eren

z? ’
$-%, = oy (53
d'w_ 1 dw 142 LA |
12 z EE*’?M‘“) HS) = +8, +-C’,(>«,S)1{ W=o (6)
door in tes wvoeven y , ' V
' w’-:.z_"‘o " (M

vordt de twesde term verdreven

dﬁ?u. (‘_LM 1 +21}/{) ____,,.9, M+YS +-_...@O\ g)} {8)

Yy
e 122 +

Is dan : }\"’1
Py
2 T .
=1 - 4L, arg A is bepaald door -~ 3 <M1A§ZE (10)
’/ -2 : ‘
A Y 2Y2 B}
sz («1’7 z Z /it )
' \1&}
dan kan de vergelijk mg geschreven worden alst ,
: &l'?b‘e* ,’3&‘2 / ‘
T +x? ¢(z) + p_w},(p,z) u=o (43)
et gehied Rf, gaat ni over in een ge’bled Ry
- I¢ Ffunctie :
: /.'u = Q ‘}x / ‘ |
W) =(s-59 .y, oy S-S ) e | (14

iz in Rg meerwaardig, indieny geén even getal is,
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'ﬁ ¢

Voor de overige cylinderfuncties kunnen op dezelfde manier algemeen
jga.;&ige asymptoti&che relaties afgeleid *rorden, De omlmparela‘ties
voor e functies van Hankel zijn:

0

Hv(z aﬂ:\‘l.?‘ti}w mmL:i‘iMH’; - ‘“m*’ Mmm H,;(J

Indien GilAt
fah, - f‘T”«c.:M&'Z-‘-‘fLr"H"
i
stellen wij 1,.311‘ T
Zz'=z ¢ )
zod=t
- < m;,@ z' < ¥
en
H (z) = H [' """“) pliabgvey oy RAREY "”Htﬂgz}
AWV Amyr ¥
Tu iS

H"() (m}/z ‘-‘"*z”""“’i (:uz ~

o k
i )./z. Mrmlz—:w-z,n)i 4Gy,
Tz Koo (2iz)

ook z-3va-ym) oty | r)
v (v}) (ﬁ) € Z (ai z)
en @ @ ki a0k -z pvm-iTE o
Hy(Z}: H\)(Z«E )N(;;;,) L * 7 A @LZ.')E
] . =9
';(“2‘2)% izt e«
€ (ﬂiz)E

by VR Cifz-tymoin) @ e
w k) (:,}“‘2) Y. A

’
zodat, indien wij schrijven, vocr (=) +6é s Qn z"‘(m«ﬂ} w-§
& ) fo oy [ (.
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t ) - ,}{z {ih“)m) s (-2h) VR Htﬂ[z,} _

v(z) = oy Y
VT e (2h ) VT | (2)
—e Aoy T H Y 2/
zodat in dit geval gevonden wordt, dat )
) p —t( v+
LA k) o Wt ‘e
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Cm analoge formules op te stellen veor de functie H (Z) maken
gebruik van de omloopsrelatie:

H(ﬂ(z{'m?rt) s (1) v () ‘ Vit L Jwﬁ,m,n ,§ { )

v =T Ay p(® ve Soa VT
en vinden op een analoge wijze
Als (ﬂm»;}:c +o & z <My - S o o
geldt @) 9, & Ky - (—-I) ( f‘z -tz __....../j
H\) NC’ "‘“(ﬁz) é——‘ [Itcz)" +C tz Z

Hierin iss (2 R nm v (V- :/2)...,,~
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0m een &énwasrdige functie '\!@ ‘&’s\te verkrijgen, moet RS vervangen wor-
don door 2en deel van een agmarwl@k van Riemann, Dit oppervliak bezit
vor%akkimgxpuﬁtmn in het punt.4=S, en in de nulpunten van de tweede
fentor, Teaw cohter verondersteld is, datdy behalve S, in Rggeen an-
dere aulrursan hezit, is de wortelvorm in¥iseen eenwaardige functie.

gl g
D e

Hst enige vertekiingspunt ven het Riemann oppervlak ligt dus in S,
,s-ﬁ-aﬁs rationesl getal, voorgesteld door de onvereenvoudigbare breuk
§7« dau is d2 orde van het vertakkingspunt q, d.w.z. het Riemann op-
;erv‘ak bezii g tladen, die in S, samenhangen, Is ¥ een irrationaal
~etel, dan bezit het oppervlak oneindig veel bladen,

Door het gebied Rsnu over ¢.it oppervlak verspreid te denken, ver-
urijgen wij, dat y,%(g) een eznweardige functie is van s,
Bij de transformatie 5—So=%} gaat dit oppervlak van Riemann over in
gen ander eppervlak‘%zme% als ~nige veritakkingspunt het punt z = O,

De functie
l/ d‘

V)= z P ez Vit oo (15)
is op dit opprervliak een eenwaardige functie van z, De orde van het
vertakkingspunt is hier echter 2X zo laag als bij het eerste vertak-
kingspunt, dsar telkens 2 bladen van‘%safgébeeld worden op één T.l.ad
w*'a‘h 2~

Y}

of
Ic funeti e,h(ﬁ’z) y Cle in zet corspronkelijke gebied eervieardig en

gnalyiisel was, zal dit ook ou R »2zijn, Verder denken WlJLfYZJf die
volgens (12) dcor haar kwedraat is gedefinieerd, zo vastgelegd, dat
; ¥iz)
.x‘i» vy, “‘j:;“;-" b | ( 16)
‘o i i
PR T <RI

Wij zoeken cen verwante Alflcrentiaslvergelijking op te stellen,
waarvoor oplossirgen direct zijin op te sshrijveny hiervoor kiezen wij
een oplossging in cylinderfwinrtics

Volgens Watscon voldoot de funciie
_ Fooy (
wiz)={ W2)y (7 el )

"
azn de Qlfxerx“‘laa¢V€r”uglﬁﬁ il

. L
Jw i \Hr ﬁl/u \Hz}}dw {/uzﬂ,ﬂw{z)”%} W=0 (2;

u “"*

nlerult karn nog de tweede term verdreven worden doeor, in placts varn
viz)in te vocren een functic

§i=): 512 wiz) (

Lt
—r

vaarioor dg rergelijking oversceatr ing
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At | D yiz) Cowbti o Jdz ,‘ (4)
7 2 'ﬂ’\l«’\? rg'l SV ! 3’; ‘Sh.’, o
< & -] [ s -

[ e i S g g - ]

# i ) ] ?
¥enncer wiy nu 4 en { z¢ kiezen, dat

fgt.z;,-év{(/ui { ) ’} 4{ ]13»0 (6)
Ales .nu}(/ PC’O en nfmle“r u)/z}:écﬂ_)dz dan is
VE)=E pj U"ZM-’-' =0 96 &

en verder T'

/
“‘g‘f-’"‘i { )§ ()

dat na integratie cnlwpr‘b

72 *3“’4 .
ST 3 9)
+ 2 2 .
De ‘tcrm”y, is reeCe geidortifincerd met § " . Om het kerakter van
de overige termen te oxnderzockeln, rst nader bestuderen het gedrag

in %*‘1 \’“«:\ Daar c,”«“::/ﬂn'{ regulicr is, hoogs*tens met ultzondering
i
var ¢ o= U, vaamw \4,4”5) geldt, lan tTDz geschreven worden als
+/ V4
L‘f’t?}"’ )()”"-Z }3/+/5;z+..—~--'}
ieruit volgt. det ’“L de vorm aanneemt
\/)

o

’;-l-r‘v. ____}_( -~ ————
C_‘L{wj“\,«»zw + }

dus, daar y>-—1 veromers‘. 10 Ls, rrﬁguller is in z = O en wegens de
regulariteit van 0‘5’; mhzmok inRyn

De fvnetie §f-- hee:ﬁs mu in d¢ omgeving van z = Q0 de gedaanie

- %~
g(‘z_): i ’“}wn{mu *-\&(H“{S,Z $mmnr) /u(/

Zij is, sezmen met haar reciproke, alleen dan analytisch in Rz’ als

\}QH *\{‘J%’Q){i /Amb

§ o

/ | i{v’—‘r‘l\} (10)

myp
Y
Vo

Ly

er zijn dan ook en in K, anelytisch,

w;wr‘

W
-:1“
5

Reet ons dus nog het gedrag te vaderzoeken van de term

¢
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(A6 ‘)i“; 2’;“ -/32)¥i¢ .—:/;’,;,J 13} v?‘“ai"",*ﬂ L7 lr .(» =
i {;(P? y J . L;*’ le-i"__*"”"
2| ) o (11)
;-;!..‘,.,_, A7 i.l.o ,,9, 22 I
R ) i J
2
; 0
- (L - fi?\);i + funowie, die inf analytisch is,
Joor de corde /’~ van de» cylinderfunctie ze¢ te kiezen, dat
.'lu. A (12)

Besven wij verkregen dat
M
(=)< 3257 Cal8)

cen opiossing is vean de verwante differertiaalvergelijking

Helre s it oy )

waarin o]{z.) een functie is, die in het gchele gebied Rz analytisch
is, Daar A zo gekozen is, dat ~7Z<arg Ag 171 y 1is en/u een recel
getal is, is een complex getal met
-Ta< onapg Ty _
Door middel van de transformaiie %(z) :Jo C{’[z)&z: wordt het
Riemann 0pperv sk, waarop z ligt, afgebeeld op een oppervliek van
Riemann ng. voor de punten N
Het gebn.ed r{zgaat dan over in een gebied c([f en de afbeelding van RZ
Rtf is één~éérduidig,
‘{et gebied H 1s zodanig, dat (f‘(z) een eenwaardige functie van z is
Rzgaat aoor de afbeelding (fz’,mrr in een gebied van een (i:vlak:.
Om de afbeelding f@één—een&ul&:ﬁ te imaken, moet het Rieman opperviak
van§ zodanig zijn, dat R@ in ditzelfde gebied wordt getransformcerd.
Een vertalltingspunt van hes oppervliak is na @:o
De ontwikkeling in deze omgeving heeft de vorm:
o Vi 3 ‘ A s
x.w.) z gz C} vel X regaliere  funciie van Qr
De orde vau hﬁt vnruak}r:-.ziéspu,w van Ré wordt dus bepaald door de
Cﬂ“”‘tan"be V.
Het gebied R, op het oppervlak ven Riemenn van.d¢ variabele £z p @‘
vetetaat dus ,xg{,me‘a de factor g) te vnrmenigvuldlgen, dus door een |
revmenizvuldiging en ecn drzaling,

‘n de directe omgeving van cf)«:—-,.e is de afbeelding vanR op RQexxR

deéndéndvidig, &anﬂxwardt nu de voorwearde opgelegd, dat deze eigenm

sehan vocr net gehele gibied Q‘...geld'b.
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3. ~ De oplocsingen van de vervarte differentiaalvergelijking.

Daar de opsossingen van de¢ vervante differentiaaslvergelijking een
grote rcl spelen, worden zij hier nsder bestudeerd,

M) =3z, S Jet®
§al2) 2 3 ) £ YALE)

Hun determinznt ven Wronski heeft de waarde

M1 :U

| I
e o TS T 0]
g o) ¥ o) # Sl Tl 08 )

§'“T(s Ve 5
eg/‘xﬁ& S ywéf“\?s} Yo Yo

“‘&1.

S AN .

\kg /‘%Gcgt SR M f" S g ‘ yp\
fE LYRE =i Ve
ﬂA&

VR gg

™z ie volgews (7)) en (9;

G2 = 998 g e

\4//'%:» 5 y/u ?‘h

e twee oplossingen Agienﬂlzijn due onafhankelijk,

zodat

A, Eroblemen van Sturm-ILicaville

De twee vooraféaande voorseelden zijn bijzondere gevallen van een
kizsse van problemen, die bekind zijn onder de nsam Sturm-Lioaville,
Hivrasder verstaat men het volgends probleem,

Fogaven 18 gen differentisslvergslijking |
[Mx &“) q(x}u +AU =0 (-
aaxrbi] hfx en q@() in een intervel oL X¢ ‘E bi] gedeelten twee
keer continue differenticerbare funchics zijn en {t(x) >0

Gevraagd wordt een constante /\ te bepalien, zodanig, dat daarbij een
‘oplossing bchoort van vergelijking (1), die voldoet aan de voorwaarden:
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o4, ufo) + 3, Wi =0 ' (2)

Ay ud] t B wif)=o (3)

en bovendien aan de normeringsvoorwaarde

‘foxuldxmf

Toor de substitutie

X 1 a
z=§ % L=, ¥ ®)
u‘: u\j”/‘; (5)

zens de vergelijking over in

% Ah - Qe = ' (6)
W ’ LN |
Q(X):‘: qM ”‘ﬁ *l{% +i(%) ) o

die door de voorwaarde Jp/ {:0 nergens oneindig wordt
Verder zij de integraal |

QRdz =M
Q

e randvoorvaarden worden nu getransformeerd in andere van dezelfde

roome ’
d:u{'?\-\-f?flu(t?}ro (8)
M{L) *4—/8: w[L)%O (9)
en de normeringsvoorwaarde in S; uldz;f (10)

Het probleem is nu verder een probleem voor de vergelijking (6) in

de vormi '
% +>§u :Q[z)u (11)

stel A= p?
dan kan de verwante vergelijking geschreven worden als

2
d u 5+ ?2 U =o - (12)
met particuliere oplassingan

Pz od PZ (13}
De 1ntegraa.lmrgalijkmg wordt nu 3

:/u w9z +) +-~f i o(2-£) QY. “&) § (e
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waarin M ? en (f) bepaald moeten worden uit de drie voorwaerden
(8), (9) en (10)

L) = intpz e an e DAURE o

Laat q), enc&bepaald worden door:

-

Rt M hegts o

i~n leveren (8), (9) en (10) z?
@ =, . (17
M M(?L ?Cﬁ, (?1) f&?’h{?(z g.) (fg}Q . &g (18)

Z

/u,fw'a ?Zrcf,dz—r——ﬁfcm ?z+<p) fam?{z §)QU,d§ dz +

L f (wmplz-1). QU4 .
+-?L{£Mpl t).Q.U gs,}z_ 1 -

Uit deze drie vergelijkingen moet het acymptotlsche gedrag voor grote
Q onderzocht worden,

Kllereerst meken wij schattingen van de integralen met behulp van de
ongelijk.heid van Schwartz

UP(%)Q aa% U P&)&&W@’IM} (209

corfplz-t)- ) 0L 4¢] < U:ﬁo'f{ ple-8)- i} - il [ f I SF Mean

]

M"-\

T pamlplegg= 2" als
L { [ingie-gaudifs {[ e ste-u ] (el =
< U Al o[z-E)Q a§§{ jﬂ wtagf £’ (23)

zodat uit (19) volgt, dat er getallen G'k met \@Qg 1 zijn, zodat
0, o

Kl uw]%—-ﬁu LM+ 3%?’..:

dus voor voldeem grote SJ is er een cunstmte‘ 5’ = 1, onafhankelijk

va.nSJJ zodat:

(24)
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; J}sz’% *%{ﬁ” f%\%g | f (25)

Hieruit volv’c dat voor voldoend grote 33

J\Am %\)L +(P, (Pz ,{-—i’-—‘«v’ B igk)ﬁl | (26)

dus geldt de schatting voor grote n:

]
3

: - _’--4: - . .
@Lb(\& T+ 5 (,pt *CF:& (27)
waarbij C, onsfhankelijk is van n.
De eig enuaarden?ﬁvan het probleem van Sturm Lionville gedragen zich
dus esymptotisch als

= ﬁl__'ﬁ' C! ‘ CFl :
§= (F  (29)
Verder volgt uit dit resul‘baat en uit de integraalvergelijking (14),
met behulp van (23):

u{z)..:v—g mlw + gp,) + ﬂﬂ (29)

waarbi3 de func'ble\}f (2) binnen elndlge, van n en z onafhankelijke
grenzen ligt,

Hierin is ¢, bepaald door (16), d,w.z,, is b,#o , dan gedragen de
eigenfuncties zich op den duur alle als cos “’f_ en de eigenwaarden als
MmT « Is echter £~ of-@- nul dan gedragen de eigenwaarden zich als

_{__+L?/3)’T ,

De benadering kan willekeurig ver uitgevoerd worden, door eerst op (14)
met (P = CP, met nog niet bepaalde)x, het iteratieproces willekeurig veel
keren uit te voeren en daarns uit (9) en (10) benaderingen voor en
te vinden,
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5. Underznek van de opeenvelzende integralen.
Nu woris hewszen, dat bii geschikte keuze van ? de opeenvolgzende

tenaderingaen converzeren,

3
[#%]

Eiertoe is een onderzoek van de kern K?(z z,, ?) noodzakelijk en
wel in de cmgeving r‘é ¢ en voor grete g .

Dear X (z_ z,,9) zowel in y, eny, (welker gedreg voor{—-0 eenvou-

dlg ig) alc in Vi, en Yk (welker gedrag voor §—~oo  betrekkelijk
nyoudig is), ul’cgedru}c‘t kan worden, ligt het voor de hand voor

§~" 0 de uitdrukking in y, en y; en voor&—co die in j, en ¥, te ge-

bruiken,

Zij z een willekeurig punt op R, ené het bijbehorende punt op R
Wij leggen mu san R, de voorwaarde op, dat het mogelijk is om het
punt g met de corsprong te verbinden door een T’ kromme, dat is een
kxromme, waarop in R, de ordinaat monotoon met de booglengte wvarieert,
dus ¥f niet toenemend, df niet afnemend.

Is X het kleinste der getallen I,X,, N,,N, van par. 2.3, dan be-
gchouwen wij nu twee gevallen:

a) < ¥
b) R[> ¥

Geval &,
U SO O A

In dit geval is

4 =3 & T g
n= 3.4 g

{© kan zo groot gekozen worden, dat \§)<N geheel in R, ligt.
Als integratieweg kiezen wij dan de rechte lijn van O naarg s zodat

envoor [3#0

K}'(z,z:,?):'ﬂ z,9).§1z (‘f 'g')k.

ralx

. { P gl -8 ey

J (5.1)

waaruit volat

iterm i< ol ) 200 T

| (5.2)
Verder is |flz,¢)]  in lE)<N  vegrensa, |8/2,9)) < Mg
en ook \;(z)}<ﬁ
Voeren wij als integratievariabele in t =§§f!/{ < | dan is
, diE-X ) e + ' ,
[Kjiz iz pl< K8 EPES {1 5.9
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Wij bewijzen nu door volledige inductie, dat, indien N
&
M__‘ g‘f"",»“*/‘ A i)
Y' T pha &t &), (5.4)

weerbij een getal Mg bectaat, zodat
L‘Q(ﬂ.} M

voor n = O geldt

Y, g{\ § ?p.'u,{g) " (5.6)

Teem aan, dat de stelling geldt voor ¥, . Nu is

fn+1) | g AZ/
\;Jf fj:: ?pjoﬁ;(z)?g,ﬂ\/ JE,) § Clg,

3
s S Kiz,z39).), ?§)» S‘z) Iy (5.7)

Y™« A e M;R"’“‘“”f‘*ﬂ*ﬁi jz By

(5.5)

(5.8)
Daar/uy O en Repp 20 , volgt hieruit
, yh‘tﬂ) g‘rl"“ﬂ}ﬂf/u‘rﬁ. MM‘”
Hmu 8 (5.9)
5

Voor voldoend grote g) zal dus in het gebied *gk N de asymptotische
ocatwikke ling convergeren,

Voor (5 = 0 vinden wij met een geringe wijziging hetzelfde resultaat.
Dus:

Bij de oplossing y, (z) = g(z) g’ J g}van de verwante differentizalver-
gelijking behoort een oplossing van de differentlaalvergelijking voor
\ak N gegeven door:

g(z g/“ l Tﬁ ¥ 2§ ‘F«&)% )}§(< (5.10)

ol M
Voor de fumtle u, (z), W&&I‘"l’b de afgeléxde y'(z) volgt, wordt een ana-

loge ontwikkeling gevonden.

Geval b. \é} >N
In het geval, dat \g‘ groot is, maken wij gebruik van de asymptotische
formule voor y, (z)

-1 i o - o | |
ye)v 3@ ¥ Auic e §(1+Z°35§~'~—’-—) 1 tg{h"i"‘g’%)} o san
waarbij R 2 ;

- ¢, = (2m) Yz &% il gw —ag~y Ezs
"*C:z:@”’}*y:: -C(“*%*%)m § v E:gs; v
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Telk van de twee termen in deze ontwikkeling domineert hm‘%f af van het

teken van (&
Wij nemen i< o , veor “f §),>o geld® een analoge redenering. Dan iser

voer (&) >N een ge‘sal M,,, 7.0
§>’1(7~’~)i , Mo (5.12)

Om een schetting te verkrijgen voor K(z z, ‘,G‘J) voor l§)>ﬂ wordt
) )
gebruik zemzazkt vin de uitdrukkingen

K Z Z':P)d“,
= igi‘z: ?)z’}{

‘c+

-y H - (5013)
CTIOR SR VAl A

' L’z, z, 1k -E,
)y -

A2 Yeal2) }’k,(z)yk,(z,)g é,’# 7 (5.0

L bp,z) \ ~2i{&-%)] , 4z
- ( /"V lz’ * ' ‘
29 wmhhf’ Do = e Yotz } ST (.15

Hierin kiezen wij voor k de waarde, die behoort bij het halfvlek, waar-~
in é ligt
In dit %eval is voor \g\PN een & in |~

Wik 4 |
Vi = "2;) Yo l= ;)45,}/‘ M, 5161

Om nu de integrzal te kunnen schatten wordt de integratieweg in 3 stuk-
ken verdeeld.

Op het eerste stuk is steeds Ié,‘f N , over het tweede stuk 1s)§ ])N
maaxy g, ligt binnen een bepazld eindig deelgebied van RS

het derde stuk is het deel van de kromme, dat buiten dat deelgebied ligt.
Is R eindig, dan kan voor het deelgebied Ry zelf gekozen worden, zodat
- dan steeds twee bmgenr; en 7; nodig zijn.

Wij bewijzen mu door volledige inductie, dat, indienguwor&t gedefini-

eerd door
M7

m"” A=t (5.17)
"/‘ Ry o

Ludk

voor >/ (2) geldt voor ‘g’:ﬂ\’

ty, [z)\( %;—-—-Mu | i ts,mj
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12 peldt de stelling veoor n = 0.
- : sl . .
netie )!'. "*’{z) is gedefinicerd doort

b

e s
/ >\ - A 5‘ dz, )
% (=)= S (\,f‘z,z, , ?) Ig, !z dg, =

P i i ) .
=T £ 'i“_*"@ 1-*-—-5 =’3,*’]sz3 (5.19)
f T
& " 3
Voor elk dczer integralern wordt nu een schatting gemaskt met behulp
tgshel \-Qs)’ J,'d- en 15.
Daar J[E) nesatief is, is steeds 'j{g g) langs de | kromme,
zodat de efgsnentlelz factoren begrensd zijn. Dan is met (9) en (13)

voor [§17N en {£,}<N
\“3,\ gf ( V [z. z,,gaj j‘% ’)dg L-é

% ' y
éﬂ Mo Lt M
2 M My e 2§ 3u
g7 g M ] }:z;u} (20)
Verder is s
oy f iz, |
%‘32\"" -\ Kjz=z: 2
M / 1 <1 P) 2 d g 5
5) T; 4 } di, y ) J
g/“"fz' ij‘ ng,u -+ dE,
?‘f/( fia. ' "g;' (21)
De waarden van§ op Ezlgn van dezelfde orde van grootte alaja, zodat
AT g de Ly oy
ST‘ g, ‘ t (22)
voor  p=/y :

}S;; d%;

Toor fﬁ'/i,:bepaal‘b de ondergrens bij % = N de wasrde in de integraal

MIS“ ’o'“ (r {(23)

ARP R

-

!52%” 5| Ms (24)
! ;z} rj
LIE ‘}.& ,M"'z }
tjﬁ}ﬁ: ig}M M,é \ mi Ve > (25)
\g 2 Mx bn g = &
| | { ’m) M= (26)

/4"“7  (en)
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Met de definitie (17) voori? geldt dus

%,
< A /s ! . (28)
2) = | ,é ,% M+
Rest ’senslotte een schatting voor de integraal over het stuk 7; .

Hiertoe is het nodig nog een voorwasarde te introduceren:
In het gebied R, geldt een betrekking
6093 J.| - f"l | | |
17 (29)
P)
met een zekere constante ’f, uniform t.0.v. alle bogen F, waarsgoy
|zl Z N, >0 voor zekere toegelaten waarden va.nf.

Voor |E) g_\g,} Z N geldt

| Kjle 25l | Lpzd | 1

IR AN SO Sl P

< 9?9(3 Pr;::ﬂ Mt
’}cb{zo ""/“" \ =

< tw?,z,) Mw}&}"; L
4)@) P 7 lr{{_’,fa-/a (30)

zoda‘c

m%} § m : “"‘4‘? MI}Z = g *&4 ’ rlm-;. ‘b{31)
In totaal i‘s dus j)/t f )—0/4
yj (*z_) = ‘?}A’MI‘ (f ) w T é + 9. ? >

waarmee de stelling bewezen is.
Wij hebhen nu aa.ngetoond dat voor voldoend grote P de reeks:

=)= WZ) TZ:‘ Yg(i (32)

voor ’§’7N convergeert en de asymp’cotlsche ontwikkeling levert van
de functie U,&). |

Een asymptotische ontwikkeling voor de oplossing u,{z) van de vergelijking
kan hieruit direct afgeleid worden: voor'\§f7ﬁ |

S ] ne) 2NN i’:’ e
w2} = 4\ =) g@.i/u { gZ. —Yi—l—— g'Z. ¥ (zj} G

Fen dergelijke discussie 1ever‘t voor de functies u,(z) een analoge ont-
wikkeling.
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2e ovlossingen van de verwente diff

Terentiselverselijking (vervolg)

Jeze opu""smgen zijn guechik?t on gebraikt te worden voor een onder-

zoﬂr van de¢ lgomenc oploscing in de buurt vanﬁ =0  dus ook z = 0O

/ TR ‘:',»:'r recksontuiklkeling van de :mc’tles van Bessel en Neumann
1r deze omg «vvx"f;g; ov'u.; met V”"h :L gebruik gemaskt
——r i

/_.J = ,
g 2'% Z:‘o k! {«c+§'%--r) (9)

. : h ﬁ" o LA - k‘ /\zk
=z S "W%z ) S

ey N2 Tﬁ("{ﬁ-ﬁ +k+/

k
oA L (—f)k(gfijz\
-co‘:ﬁﬂ'-(-§-) P% k!?{p«r—kw)}

[3 geen geheel getal (10)

)= 5l WP [ “‘_;’” (&% -

K=o 2

SRR N L

2 K=o ki (ki—ﬁ).
e (../)k . km
HES g[ KAkl {‘i') ( M“ 1‘L,f/“ﬂ

/'3 geheel (11)

Uit de gedaante van de reeksen, die voor A niet geheel in het gehels

complexe § vlek convergent zijn en uit het feit, dat < in R, analytisch

is, is het duidelijk, dat wij steeds kunnen schrijven (voor/&nlet ZEw
heel)

«zj,( F/ P

(12)

%F)%/ZK/‘P ”%fg) (13)
waarbl) steeds getallan N, en N, te vinden zijn, zodat voor
\EI<N,
| (F< M,

an voor ! ‘ <N£

11203 < Ma

waarbij M, en M 2 twee, vani (#n z) onafhankelijke getallen zijn.

xeldn
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Taor D gelesd £ O behoudt de lantete opmerking haer geldicheid, voor

i'ffa C in darrentegen
ol

r,,i ,(::) :S{.:) N evg;,: g , 1}3[2) (14)
o P“azih My

[ ¢ ‘ '
=) <Ny
]
cox dz cigsleiden y' en 3,:, te kunnen berekenen, die gegeven zijn door
(47 en (3), is het rzadzasm nicuwe funciies in te voeren naast de func~

vizs y. In het slgemeen definieren wijs

e
s w(z) een functie ven z, dan versioan wij onder v(z) de functie ge-
definizerd door

%) ¢,
v(z) = %jm vie) - (f)) NV (z )} (15)

Uit (4), (5), gecombineerd m‘a (7) volegt dan, dat:

_ > 1-2ph
"y = Sp( =L Sy Ty e = S é‘t}
A ALFT R
Q) {§ I“S } (16)
N Aa‘@ dgfg/u)/ﬂ } ’*’7‘ (17)

Voor ée functies y, {z) en yl(z) kunnen nu, analoog aan y, en ¥y de vol=
gende schattingen geg even worden

1E)=356-57 ) o
waarbij \ ‘§)f< M,

voor }§,< Nz
en voor ﬁ. £0

y(z) = 5(=) ' ” (%) _ (19)
" mal®l< M, voor &)< N,
voor /4 =0

’zgz(,z “((Z) 37“ Lﬂ!§ M’;is/i)ﬁ_ 120}
TafE)l <My wooe |§|<Ng

TYoor grote wa: Yden ven € is het van voordeel om de functies van Hankel
te gebruiken, omdat, bij geschikte formulering voor de functies y een-
voudige asymptotische ontwikkelingen ontstaan,

Met het oog op het verschijnsel van Stokes wordt nu voor iedere gehele
k een stel oplossingen n‘k (j = 1.2) gedefinieerd




U § L fﬂ
4«.’“*_) !“l*ﬁ'\mﬂ‘zl
VAR ram s )5 1‘) ol
PRVC R IRECR AL I P )@

f“&gmw/)g (‘ ) 'jiq.m 2«,2")

“3“”“‘*‘2) B P T ) g

YAl ¢lk paar .:.-3.,,_1'1 de oplossingen onafhankelijk, Op dezelfde manier
2ls bij ¥y, en y, vinden ‘.;s'i;' voor de determinant van Wronski

\Ar({"ik :%ka} 2‘? (23}
Daar H ;M }"‘ y.ﬁ

gelden in de evinc van § 0 voor yk en haar afgeleide dezelfde
schattingen als voor y, en y, . Hier is Net echter van belang om het
asymptotische gedrag van de functies te bepalen,

Allercerst bevalen wij de asyrptotische ontwikkeling van de oplossing
%kaﬁ in het deelgebied Skvan het gebied Rg, bepaald doors

(k—-d?r-r ) s ma § g(kw}?r -5 (24)

Het gebied ﬂgop het oppervlek van Riemann, behorende bij de variabeleg
is zo overdekt door een reeks, elkaar overlappende deelgebieden, Bij
elk van deze deelgebieden behoort één - éénduidig een d.eelgeb»ieﬁzk
op het Riemann oppervlak, behorende bij de variabele z, Ook deze ge-
bieden overleppen elkaar,

(22)

In i is  Mrdsonie £ m-§,
. r‘::-‘ "}M’t{,
in =, 1is S< afzgge <27r-—<§,

zodat in dec som van de twee gebieden is

-t +b ¢ wudg.g < m-§

en dus geldt de asymptotische ontwmk{elmga

; LS
ﬁ{g -'ZN"'L'I’L) {**\}2 -{[54'/{ ‘f'?"ﬂ\}k g..,‘& ‘é*( E.{'

b _ ' .

b
{ ohl)
« } /+hm (g e«zmm)k” {25)

N s r—
Dus in =~ en = iss
e g g

"3m+1 (2)= M, [(-,)Mgz) §/‘v*z g{ Z. dh(ﬂ) } (26)

- r— “'2«“%(
Jerder is in [—, en 3 ~2%#5§ Wz% 3-4: £ m-§

L) 1m
zodat Ama~y



" &rsé P

{ +é (% e-amu‘)h } (27)

dug in :M”en o !
4 2 o
n..':,m_}lﬁftégmgf'zm\f\}gz.).if" ft L§.{]1"7 “g%} (28)

Quk voor de functies "31« . kunnen wij asyr Lptotische ontwikkelingen af-
leiden, wzarult de ontwikkelingen voor de afgeleiden A'ék gemakkelijk
bepaald kunnen worden

) (3+2«m +Zz) 7 0]

sy @)= Ham, 247 i%g""dgfgm (3 e

oo P g g ™ o

Dasx de, esymptotische reeksen voor g/uH( “"mm) en
¥/ h {g "’”“’m) term voor term naar g gedifferentieerd kunnen wor-

e

den, vinden wij woor ﬂﬁk :

h
/‘“"'j‘ s °~’H"” } (31)
™+l m:“*"' =} I+
“jz +11 = ’32 S § { “"gr““

sho-ik O A (32)
"émn-—l%"’*hm 2™ thZ)g/u £ {I*.a.ﬂ“"*t;-'
Uit deze asymptotische ontwikkelingen volgt, dot het mogelijk is om een

getal M te kiezen, zodat voor }g{ > M wearin N het kleinste der ge-
tallen N; Ng Ni N Nﬁ N'S is, geldt k

”32m+3,! =M, = St} E’u g”kmg&

"gm—»;z Yam,2* (=) ‘i “Im,z[g}
waarbij \"sz,:{gn M }‘1“2M;2l§))<M
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SVONE0

- _ Y, _ Vk
f«lmﬂl %W,sz g/‘*a L a)

MNam, )

ém-—lz "/Sﬁ'mi gf)g/‘“"/ Ly Mam 2l é}

Om asymptotische ontwikkelingen te vindenweralle waarden van g moe-
+en wij gobruik mwkm van de :.r ar,1.6.afgeleide asymptotische ont-
b’: YT A ’Y"‘t

vikkelinzen voor ,5{.2) en P g) /

b3t leverd:

Ay oo b o) o
Yom &)V ) 4 ;’{5,; I Dol )+C’z,2€ g{ *’{r,%%)}

Y] <

waarbi]

S _ )'\“-S*' sm (28 -am =)

oo AT L = ,% —

- . bt 251 —l e

cf?)ﬂ"ﬂm S+l Low (25 -am)AT

4 s BT

m) iy )m~s+: L pm {25-21m)pTr

tl - &M(&‘TC —

) M-S s {25-2m H)AT
C’nl zf“‘) ( . ){3
AW(B'R'

Evenzo vinden Wij een asymptotisehe ontwikkeling voor V4

yoo -G ¢ e S E 20 e N0 )

)

'\i?—’—“utg(z)éfﬂ {c,c {M-Z hélh,) ‘*"czf’— g[‘*g

hey

. 4;_

(1] v«,s,%t

waarbij '/1. bs- %.)fﬁ +/z}'?'* .
I"( } § tM LtiJ:s»; db s
-t [2s +‘7)[{5 +‘/’z)ﬂ'é
C, =2 1 \ A " ey
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la, Formele ovlossing van de gegeven differentiaalvergelijlhing,

se gegeven differentiaalvergelijking in de standaardvorm 2.1.13 kan
kazn geschreven wordsn als:

42 i, At \

oou T Uy, - A ‘ }

(éz,_ﬁ—{f’ u,z(z.,%««-——-y + 0 (z) u:{w(z) Lip,z)u (1)
Voerzn wij in de functie

Bl == - X(97), (2)

“an vordt zij

2 a2
%&1"'{?2?2(‘2) + .f/_:'::_ﬁ- +-w(z)} i ::9( ?)7.} v (3)

Van de verwznte verz.lijlking is esn compleet stel oplossingen, hetzi]
.*1, en Moy hetzi] A%‘Wen 4"«“&: Leliend, zcdat wij een intezraalvergelij-
king kunnen afleiden op de bekende manier.

pA
42) = =) e ata) - g %*‘”*&fi;’(; *ta: ‘wé

waarin X’ en Y‘l willekeurige constanten zijn.

De oplossing, behorenie bij Y= i,ga:o noemen wij UW; , evenzo die bij
{; =Q ; Xz:; L{g

Analoog in het geval dat ’%k,: en "‘&k,z als oplossingen van de verwante

vergelijkingen worden gekozen.

Zo is

Oyz)uiz)dz, (4

citdhe '(z)__gzgstzmziz:)*m@)le/) bore) uiz)dz (55
O T Wiy P

&

De uitdrukking

4, (D) l) - 4.3 4 )

Win ) (6)
is onafhankelijk van de speciale keuze van Aé,en A% 1+ Verder voeren wij
in de functies y; entl;, L

Z)z —— ¢ . a7
ﬁ glz} ) 3«(-2& = §£Imfi £ (N

waardoor de integraalvergelijking voor ujovergzat in de integraalver-
gelijking voor u} J

U (z)r-yi(Z}*é@iﬂilz,z,;?)ué(wdzt (8)
waarin de kern K/Z.) z, )P} gelijk is aan: -

K'{Z)Z,' ):_9(1” )Sﬂ_e(*‘ﬁig"g‘)(' "3:(3"51(2')”“%1{2;"0(2’) =
1 ’? P S{z} , W[%,}Agz) =

HFE




DV 4B . 110 2432 )i @ :
v L ] ) n ~E | Y ¥

2
:‘q/g/z/}?)gL“i £ - /. L4
2pe
‘)fa -
(2)
Stellen wij mu Vi (=)= Vailz)
I S
0 4-1) -
J[m:’?' ot { i"/*/7 -~ og‘\\.’l'h'f’.-\d
4 v TaTR L BALTENP) (262 (10)
5 ./0 ¢ SN
dan vinden wij door iteratie de formele reeks:
2 |
U‘{Z) v ﬁ(?—’-}hm i) (11
6 ! T U

die nader onderzocht moet worden.
Voor dit nader onderzoek zijn nodig schattingen van de opeenvolgende

integralen (10)
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ASYMPTOTISCHE ONTWIKKELINGEN.

3

§ 1. Brincipe vande methcde van Langsr.

In de analyse ontmoeten wij naast differentiaalvergelijkingen,
die we voldoende beheersen, andere wearvan wij vrijwel niets weten.
Het doel van de methode van Langer isiohs nadors te weten te komen over
de oplossingen van de differentisalvergelijking van de tweede soort,
en wel met behulp van onze kennis van de differentiaalvergelijking
van d¢ eerste scort. Voor de lesatste kiezen we een linealre homogene
differentiaalivergelijking van de tweede orde, die we op de volgende
gedaante kunnen brengen

(1) yv'' + P(z) y =0

Dit noemen we de bekende differentiaalvergelijking, als we veel
weten over dc cigeaschappen van de oplossingen zoals ontwikkeling in
machtrecksen, asymptotische ontwikkelingen, aumerieke tabellen enz.
De opgave is nu de elgenschapren cp te sporen van de Oplossingen‘vah
de differentiaalvergelijking

"
(2) w't o+ (P(z) + B3z ) w=0 .

Deze differentiaalvergélijking mbemen vz de te onderzoeken verge-
lijking. We gaan eerst formeel te werk. Van de bekende differentiasal-
vergelijking kiezen we twse lineslr onafhankelijke oplossingen y en
Y. Voor deze geldi dug
(3) y!?» + Py =0 an Y'Y + PY =0
waarult volgt | ‘
a,.d.v[z(yfy_yye) =y'"'" Y -y3I¥'r =0
zedat de determinant van Wronsii
(4) A =y'(z) Y(z) - yliz) ¥ (2)

gelijk is aan een constante. Omdat y(z) en Y(z) lineair onafhankelijk
verondersteld zijn, is deze censfante niet nuls

' Om nu de oplossingen van de te onderzceken differentiaalvergelij-
king te vinden, passen we-de methode van de variatie van constanten
‘tee in gewijzigde vorm, d.w.ze we stellen ’

(5  w=oy+0CY ,
waérin‘c enbc'differentieerbare functies'van~z zijn met de eigenschap

(8 . ey +C'T=0 .
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We krijgen dus

wt=cy'+CY'

w'' o= e'y' + C'Y' + c ¥yttt + C XY
Wegerg (11 seldt
ey'' +CY'"' =~Plcy+CY)=-Pw

! 3
gedat {(2) vordt
m o'yt +0Y + B w =0

Uit (6) en (7) kunnen we c' en (' oplossen. Wegens (4) wordt de
oplessing

-9y o 8y

AN Tt

Derhalve is
4
(8) wiz) =nulz) + T f {y(s} Y(z) - y(z) Y(s)} 9(6) w(s) ds
Ci

waarin w(z) esn oplnssing van de bekende differentiaalvergelijking
voorstelt; hierin is a willekeurig (a mag 00k + oo zijn)s

In verband hisrmede ligt het voor de hand een operator T in te
voersn ge&efinieerd.goor

(9) 7 viz) = é“j jl y(s) ¥(z) - y(=2) Y(S)} @ (8) v(s) ds
a

die toegepast kan worden op elke functie v(z), waarvoor het rechter~
1id betekenis heeft. Met deze notatie wordt (8)

(10) wl(z) = u(z) + T w(z).

In de definitie van de operator T treden de lineair onafhanke~-
lijke orlcssingen y en Y van de bekende differentiaalvergelijking ope.
Vervangen we deze echter door twee andere lineair onafhankelijke op~
lossingen yﬁf en Yﬁevan de bekende differentiasalvergelijkings met
Wronski-determinant 4X y dan krijgen we in plaats van T de operator
gedefiriecrd ﬁyo;z

*

{ [ o Yo - x*cs)} 0 (s) v(s) ds

A g
o



3.

Dit is precies dezelfde operator. Immers er bestaan vier constanten

ol 3+ WV, L\: net
s

x
vy (2) = «y(z) + B ¥(2)

¢ 2) (o&&-ﬁx#m)

Y
>}

».

Y (2) = N yin) o
Daarbi;
¥
) - ¢ ™ \
Z;,\; = (Q{J -—(B{\{ )A
en dus

xl 5 .“;'%r B > r
-1-{ yois) 7z -y (2) Y*(S) =

i

1 [
~ Jy(s) Y(#)- y(2) ¥(8)
A {
zodat de operstnyr wloh verauierd is. De operator T is dus onafhankelijk
van het paar lineair onafunankelijke oplossingen y en Y van de bekende
differentiaalvergelijking. Indien de bekende differentiaalvergelijking
en bovendien de functie Q (z) gegeven is, is de operator T dus door
het punt a ondubbelzinnig bepasald. Daarcm wullen we T de bij het punt
a beherenie operster ncemen.
De overator T, op (10) toegepast, levert

Doz o= T u(z) + 0 wim
dus

) o
) =ulz) + T wa) + 7° wiz)

Aldue vizisn vs voor elk natuurlijk getal n

Wzy =ulz) + T ul(z) +eres Tn'"1u(z) + 1% w(z).

Na deze formele beschouwingen is het plausibel te verwachten,
dat onder bepaalde veorwaarden de functie

w(z) = ulz) + T ulz) + T2 u(z) + ove-

-

een oplossing van de te onderzoeken differentiaalvergelijking voorstelt.
We zullen deze vraag in de volgende paragraaf nader bestuderen en wel
m.p.v. de majorantenmethode. Om die methode te kunnen toepassen, voeren

we een uvisuawe operahor T+ in, gedzfinieerd dcor
-

T

ds

7, via) Q‘ i.\;(s) Y(z) - ylz) Y(s&}.i{} () v(8)

J A [
N [
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§ 2. Stellingen.

Hulpstelling.-Indien in een interval j met eindpunt a de functie
v(z), v1(z), vz(z).i.. continu zijn en de reeksen

A : e

N ™ LR \
v{z) = s v, (z) en /- T, Vh(Z)

')D')::‘ '?\:-f

convergeren, dan is in dat interval

:O

T w(z) = :: T vh(z)

S T
T v(z) - S Ty, (H)£ ;’f’ {v(z\ - vy (z)}‘
< o0 iz - 5w, (z)}
o 25
\
<3 5 > 7, {2) }
Iy ( 1\'0,_.—_’ -
s ‘
£ :}“ T vb(_z§

en vij onbegrensd sangroeiende n raderu het laatste 1id tot nulo

Wij gaan nu de volgende stelling bewijzen, waarin zowel de ope-
rator T als de operator T+ optredens

Stelling 1e Zij J een interval met eindpunt aj; een der eindpunten of
beide mogen in het oneindige liggen. Een in het eindig liggend soind-~
punt wordt naar willekeur wel of xniet tot het interval gerekends Stel
de in de bekende differentiaalvergelijking voorkomende functie P(z)
en de in de te onderzoeken differsntiaslvergelijking optredende func-
tie E}{z} op j continu. Zij u(z) in § een oplossing van de bekende
differentia zlvergelijking met de eigeaschap, dat de reeks

(11)  w(z) =ulz) + T uwiz) + n? WE) dosesns

waarin T de bij a behorende overator voorsitell, in een convergente
reeks overgaat, als de operator T vervangea wordt door de corresponde_*
rende aﬂerator T '

In dat geval onvergeert in j de in (11) voorkomende reeks en
'valdae# ha ar som Vosrasrst aan de te onderzoeken dlfferenzlaalvergelign :



king en geldt bovendien de relatie
(12) w(z) = u(z) + T w(z) .

In nst sne-iale geval, dat a tot j behoort, is w(z) de oplossing
van de te ondzrzosxsu (ifferentisalvergeliilting met de elgenscheppen

o

(13) wie) = uia) en w'(a) = v'(a) ,

Bewiiss De rezks (11} gast, als men T door T, vervangt, over in een
ccnvergerts majoraats Like tewnm iv dale najorant is een monotone funo-
tie van z, zodat dis resks in bhet intervs! a ¢ z < b (waar b een wil-
lekeurig punt in j voorstelt) wurif vy soavergeert. Dus de som w(z) is
in j een continue functie wvan s

Volgens de hulpstelliug is

2w

T ow(z) =7 ulz) + 7° wa) ¢ eeoe= w(z) - u(z)

dus
Z
i
(14) w(z)= u{z)+ Tw(z)= u(z) + Xgil ( vl g) {}(s) w(g) ds -
7 ‘
x(zl ( {8 (ﬁ rg) wlg) ds  »
G

Het rechterlid, dus ook het lirkerlid is een differentieerbare
functie, wzarvan d=s algeleide 1

z z
wiiz) = w(z)+ I;\’»-l {y(s) B (s) wis) ds -%—ZJ-[Y(S)Q(S)W(E)J&B
e é 5
‘S’"n;
X2 50 D) wz) - B2 v(z) B (2) w(a)
A o)
T 2
(15) wi(z) = nrlz) » LB fy(s) B (s) w(s) as - LL2 Iy(s) Q(s)w(s)ae
I,:l\ J a SN ’ :
Ly Q
Door opnieuw te differentieren krijicen we
2 z
w't(z) = ui(z) + 33;;'(‘%‘}” :I(B}Q(s} wig) de~ X{2) ‘Y(a)QCS) w(w)dﬁ«‘
N % VA { e

f X8 i) Ba) wiay - EL2 v Oin) wia)
AN AR



v L B

Cmdat u, y en Y aan de bekende differentiamalvergelljking veldoen vin-
den we wegens (4)

wr(z) = - B(2) u(z) -~ P(2z) T w(z) - §(2) wlz)

= - (P(z) + Qm) w(z)

waaruit blijkt, dat w(z) inderaad amn de te onderzoeken differentisal-
vergelijking voldoete.
Behoort a tot j, dan volgt uit (14) en (15)

w(a) = u(a) wi(a) = u'(a)

Stelling 2+ Stel de voorwaarden van stelling 1 geldene 4ij verder U(z)
een van u(z) lineair onafhankelijke oplossing van de bekende differen-
tiaalvergelijking met de eigenschap, dat de reeks

W(z) = U(z) + T U(2) + 1° U(2) + voeee

in een convergente reeks overgaat, als:de operator T door de gorres-
ponderende operatcr T, werdt vervangens Dan zijin w(z) en VW(z) twee
lineair ona-fhankelijke oplossingen van de te onderzoeken differen-
tiaalvergelijking-

Bewijse Laten o{en (3 twee willekeurige constanten voorstellens Stel-
ling 1, toegepast op X w(z) + W(z) in plaats van w, levert

S w(z) + (3 W(z) = o u(z) + 3 U(z) + Tg o« w(z) + 3 W(z) .
Kiezen we o en (5 zodat o w(z) +pBW(z) identiek nul is, den is dus
ook fu(z) + @U( z) identiek nul. Omdat uw en U lineair onafhankelijk
zijn,-is & = (5 = 0, zodat w(z) en W(2) eveneens lineair onafhankelijk

zi~ine

§3 » De_hoofdstellings

We geven in de volgende stelling  voldoende voorwaarden aan,
opdat de condities van stelling 1 gelden.

Stelling 3« Zij j een interval, waarvan a een eindpunt is; een of
meer der eindpunten van J mogen in het oneindige liggen; een in het
eindige gelegen eindpunt van j mag naar willekeur tot j gerekend wor-
den of niete . ' | e
Onder tp (2) ~enA(z) verstaan we twes functies, die in j continu
en positief zijne /\ (z) stelt een monotoon niet afnemende ,fumatié . ,
vﬁnr,‘ indien z, te beginnen bij .a het interval J momnotoon aebrlcnptx G



Te
v
*  Stel de bekende differaxftiaalvergelijking bezit in j minstens één
paar lineair onafhenkelijke oplossingen y(z) en ¥(z) wet

ty(Z)) ¢ v (2 N (2 en
vl € ¢ N2

Dan is voor izdere in j continue functie u(z) en voor elk natuurlijk
getal n

<
Bou(z) & 2.n @ (2) //\ {z)/g}gy('z,) /\hé s)}G(S;U(s)kDTS,IE} dy

Lo eyt

ot 5

0y

indien z
P (s:2) = J(if}’(t) } 9 () I dt

Bewijs+ Zonder de algsmesenheid te schaden, kunnen we aannsmen, dat a
linkereindpunt van j ise« Arders vervanuen we z dcor =z

Als we invoeren

Dis,z) = &1'13‘*’ Y(z) :;_K(M.Zﬂllﬁ.s.l
4

dan geldt
Z 2z

T, u(z)= f ; y(s8)¥(z) - ¥( z)YifZ}‘e(a)u(s)! ds =/D(s,z) é G(S)u( s) ¥ ds

A

oo

4

Q

5
'Ef u(z) = [D(s.,m) 3 G {81)’ - { J 9(82,81)18(32)11(52)1 ﬁsz}ds,‘.
& - qa

f/:{)(s,;,z)b 85584) }@(81)1 16(82))‘ 1”u(s2)

0£5:5 <z

1%

dsT G

Algemeen vindt men voor elk natuurlijk getal n

7 ulz)= /[ D{s.s,mm(ﬁz,s,i)"D(sn,sn~1)1@{s1)m@(sn)}w L

J
Lressa, €5

?u(kan)} dsy dspe-ds,



8.
Indien t en B’ in j liggen met t< s dan geldt
D(t,8) < ]M% }ﬂm;
- AY A
~} -1
2
< 2 (g {[\ @ N e N m%
§ (t)

wegens de monotonie van de functie_A . Dus
n L
7, w(z2)& ()/ U f (84) .. (s_,) (s
+ Mﬂ” Lf ‘f 1 Q{) n-1 (f n)
QLS 6482
-1
/\ (s,)

We kunnen hiervoor schrijven

b 4
Tf u(z)g ‘ijwkf‘ (2) /\ (z) I X(sn) ds,

a

-

@(31).... @(Sn) } dsy....ds

.{
waarin i

X(s,) = T W {‘}5“4(8,,) t O(s)‘} PRRLEN

NV}
Spy £ Spe 4547
De integraal in deze laatste integraal is symmetrisch in s <08y 4
en verandert niet bij permutatie van de {n-1) variabelen;
{n-1)1 X( Sn) is gelijk aan een integrasl met dezelfde integrand als
X( sn) doch met als integratiegebied de (n-1)-dimensionale kubus

= el = 11
Dus geldt Z z N

(n~1)! X(an) z{.. f 8 {(-P (s)) Q {8 ){} ds .eeeds,
Y Yol

™ S%
z -1 ﬂ(’q )
"z
X (s = @77 (“f"2 =) (2] - 5



——

9.

waaruit volgt X
N -
™ u(z) £ 2h Lf (z)/\(Z) g’ (B,z)LF(S) /\(S) ds
¥ YRR A

Opmerking. Indien de integraal
P

# &‘ !$
! © Q:—::g@(t)’ dt

p (3.2) =
i A
S
ecnvergeert vacr s = a dan geldt in het bijzonder
- k4 -, h“’"‘

A1 P : ‘ 2
eyt RIENEE AT O @] et
ANEE St A

e
i
o

n £
T, u(z) £

z
# “*’
{ (£ () e ,{Q(S) w(s) | as

In dat geval convergecrt e reeks

Lol
‘-’O < - .
il . ~
/" &I;‘ w 2y en dug zekev / )
Mzl Wiz
snel en wel minstens &ls de exponentieie reeks. Deze opmerking is

ol ling

zeer belangriik, in verbond met



